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Ïåðâûé òóð. Ëèãà ñòðàòåãèé

1. Êâàäðàò 23 × 23 ðàçáèò íà êâàäðàòû 1 × 1, 2 × 2 è 3 × 3. Êàêîå íàèìåíüøåå
êîëè÷åñòâî êâàäðàòîâ 1× 1 ìîæåò áûòü ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíî?

2. Ñòîðîíû AB è EF âïèñàííîãî øåñòèóãîëüíèêà ABCDEF ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå

X, ñòîðîíû EF è CD � â òî÷êå Y , à ñòîðîíû CD è AB � â òî÷êå Z. Íà ïðÿìîé EF

âûáðàíà òî÷êà M òàê, ÷òî MB ⊥ AE. Íà ïðÿìîé CD âûáðàíà òî÷êà N òàê, ÷òî

NF ⊥ CE, à íà ïðÿìîé AB âûáðàíà òî÷êà K òàê, ÷òî KD ⊥ AC. Òî÷êè Ox, Oy è Oz

öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ MBE, FNC è AKD ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå XOx, Y Oy è ZOz ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (n) êîëè÷åñòâî òàêèõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà

{1, 2, . . . , n}, ÷òî ÍÎÄ âñåõ ýëåìåíòîâ òàêîãî ïîäìíîæåñòâà âçàèìíî ïðîñò ñ ÷èñëîì n.
Äîêàæèòå, ÷òî

∑
d|n

F (d) = 2n − 1.

4. Â ïðîñòðàíñòâå äàíû n âåêòîðîâ u1, u2, . . .un, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 0, à äëèíû
áîëüøå 1. Äàí ïðîèçâîëüíûé âåêòîð v. Äîêàæèòå, ÷òî |u1−v|+|u2−v|+. . .+|un−v| > n.

5. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD äèàãîíàëü AC äåëèòñÿ äèàãîíàëüþ BD
ïîïîëàì, à óãîë B ðàâåí 60◦. Äîêàæèòå, ÷òî AD +DC > BD.

6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ a, b è m óðàâíåíèå ax+b ≡ x (mod m)
èìååò ðåøåíèå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

7. Íàéäèòå âñå òðîéêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (a, b, c) òàêèå, ÷òî ab
c

= (ba)c.

8. Äàí äâóäîëüíûé ãðàô G è íàòóðàëüíîå ÷èñëî k. Äîêàæèòå, ÷òî ðåáðà G ìîæíî

îêðàñèòü â k öâåòîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ äâóõ öâåòîâ è ëþáîé âåðøèíû

êîëè÷åñòâî ðåáåð ýòèõ äâóõ öâåòîâ, âûõîäÿùèõ èç ýòîé âåðøèíû, îòëè÷àëèñü íå áîëåå,

÷åì íà 1.

9. Äàíû ÷èñëà a, b, c ∈ [−1, 1]. Èçâåñòíî, ÷òî a2+ b2+ c2 6 1+2abc. Äîêàæèòå, ÷òî
äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî n èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî a2n + b2n + c2n 6 1 + 2(abc)n.

10. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : R → R òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

x è y âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(y + f(x+ f(y))) = x+ 2y + 3.


